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Wenn man einen vollkommen biegsamen, undehnbaren 
Faden an zwei Punkten befestigt und ihn frei herabhängen 
lässt, so nimmt er unter der Einwirkung der Erdanziehung eine 
gewisse Gleichgewichtsform an; ist der Faden homogen, dann 
bezeichnet man die so gebildete Kurve als die gemeine Ket- 
tenlinie. 

Die Gleichung der Kettenlinie ist in Bezug auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem in ihrer einfachsten Form 

X 

y=aSof — *), wo a den Quotienten aus der Spannung im Scheitel 

der Kettenlinie und dem Gewicht der Längeneinheit des Fadens 
bezeichnet. Für a; = ist y=a, die Kurve schneidet also 
von der Ordinatenaxe die Länge a=ÖS (Fig. 1) ab. Da 

J=Sof— ist, 80 besteht die Kettenlinie aus zwei con- 

gruenten Zweigen, deren Scheitel in S liegt (cf. Fig. 1). Die 



li/aeof~ 



X 



Fläche OSMP ist gleich^ aSof- rfa; = a«©in A Der Bogen 





dchySof-e 



X 



SM ist gleichyeof~da:c=a®itt-. Für die Tangente ergiebt 




a a 



sich MT = ö Sof - m/ 1= a -, für die Sub- 

©tn*— ©in— 

a a 



*) Anm. Wir bezeichnen im Folgenden die Ausdrucke •^'— — 



ev^e—v 



nnd mit &of v und Sin v und nennen sie den hyperbolischen 

Cosinus und Sinus. 



a 



tangente TP=a . Der Werth der Normalen MN ist 

©in- 
a 



flSof— w 1 + ©in*— == oSof*— , der Werth der Snbnormalen 
' a ▼ a a 

PN ist «Sof— ©in—. Endlich erhält man für den Erämmangs- 

halbmesser in M p= :; = aSof* — . Der Krüm- 

a a 
mungsradias ist also gleich der Normalen. 

. Wir wollen nun versuchen mit Hülfe der Beziehungen, 
welche zwischen den hyperbolischen Funktionen bestehen, eine 
Reihe von Lehrsätzen über die Xettenlinie herzuleiten , indem 
wir noch bemerken, dass die Bogen stets vom Scheitel an ge- 
rechnet werden. 



«M*i G^O' . 



Die Gleichung MT=s = giebt unmit* 

©in — «©in— 

a a 

telbar den Satz : ,,Die Tangente vom Berührungspunkte bis zum 

Durchschnittspunkte mit der Direktrix ist gleich dem Quadrat 

des Lothes von dem Berührungspunkte auf die Direktrix divi- 

dirt durch den zugehörigen Bogen*^ 

Fällt man von P ein Loth PV auf die Tangente, so sieht 

man ans diesem Satze, dass MV=MS ist. Auch ist 

a©in~. -MT=a . aSoP- 
a a 

und man hat den Satz: „Die Tangente vom Berührungs- 
punkte bis zum Durchschnitte mit der Direktrix verhält sich 
zur Normale, vom Berührungspunkte bis zum Durchschnitte 
mit der Direktrix wie der Parameter zum zugehörigen Bo- 
gen". Hieraus folgt, dass PV ss a ist. Soll man also in 
einem beliebigen Punkte M eine Tangente an die Kettenlinie 



legen, so falle man MP^ beschreibe mit a \xm P einen Kreis 
und ziehe von M eine Tangente an denselben. Die Gleichung 



MT — a 

für die Tangente lässt sich auch so schreiben: =* 

a®ln— 
a 

was den Satz liefert: „Die Tangente verhält sich zum Parame- 
ter vrie der Krümmungshalbmesser im Berührungspunkte zum 



zugehörigen Bogen". Da femer 3fiSr=a Sof*— ist auch 

aMN^\a^^\— j , woraus der Satz fliesst : „Das Loth von einem 

beliebigen Funkte der Kettenlinie auf die Direktrix ist die mitt- 
lere Proportionale zwischen der Normalen des Punktes bis zum 
Durchschnitte mit der Direktrix und dem Parameter, oder zwi- 
schen dem Krümmungshalbmesser und dem Parameter". Da 



X 



PN = a Sof— . ®in— ist auch a PN = a ßof — . ©in— , also 

das Produkt aus dem Parameter in die zu M gehörige Sub- 
normale gleich dem Lothe von M auf die Direktrix roultiplicirt 
in den zugehörigen Bogen, was auch schon aus der Aehnlich- 
keit der Dreiecke gefolgert werden kann. 

Es mögen jetzt diejenigen Formeln der hyperbolischen Funk- 
tionen Anwendung finden, welche Relationen zwischen dem Co- 
sinus und Sinus eines beliebigen Sektoirs und Funktionen des 
halben Sektors geben. 

Zunächst ist allgemein 

©ina = 2©in-^ Sof-g, 

daher auch: a« ©in — = 2aS^of Vs- a^xn 1/2-, 

worin folgender Satz enthalten ist: 

„Liegen zwei Punkte P und Pi auf der Direktrix so, dass 
OP=PPi ist und sind M und Mi die lothrecht darüber lie- 
genden Punkte der Kurve, dann besteht die Relation: 
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OS . SMi = 2PM .SM (1) 



oder es ist Fläche OÄJSfiPi =2 . PM,SM (Fig. 1). 

Es ist auch Sofa = Sof* V««+®i^*iVa«- Demnach lässt 
sich die €rleichung aufstellen: 

aus welcher man entnimmt: 



OS . Piitfk = PJlf « + SMK (2) 

Addirt man (1) und (2) > so erhält man die Relation: 
(5F+P^)« = 05(Ä^i+Pi3fi). Bezeichnet G das Gewicht 
der Längeneinheit des Fadens^ so ist bekanntlich die Spannung 
in einem beliebigen Punkte der Kettenlinie T=Gy, d. h. die 
Spannung ist im Scheitel am kleinsten nämlich gleich Oa und 
ist in zwei Funkten, die gleich weit von der Axe entfernt sind, 
gleich gross. Ist nun 7\ die Spannung im Funkte Mi und 7o 
die Spannung im Scheitel , so ist 

Tx + To = Ga^eof ^+l)= 2C?a6of« V«~- 2 (^^^'^^V»|) 

und dies giebt folgenden Lehrsatz : 

yjLiegen zwei Funkte P und Pi auf der Direktrix, so dass 
OP=PPi ist und sind M und Jlfi die lothrecht darüber lie- 
genden Funkte der Kufve, dann ist die Summe der Spannungen 
in S und Mi gleich dem doppelten Quadrat der Spannung in 
M dividirt durch die Spannung im Scheitel". 

Ferner ist r,-ro=.ga(^gof f.- Q^ ^^^^^^VQ^ 

^ "* Ga 

es ist also die Differenz der Spannungen in Mi und S gleich 
dem doppelten Quadrat aus dem Gewichte des Bogens SM 
dividirt durch die Spannung im Scheitel. Wenn wir wie oben 



OPi=x setzen, so ist die Subnormale PiV=aSof Va — ©inVa— 

a ' a 



oder 2PN^a<Sin—. d. h. es ist 2PN==^SMu Bedenken wir 

a 



a 



ferner, dass Sof*-^= Vaß^of « + V« ^^^ ^^^ ^^^ a^ßo a'icJ^ 

2a€of* V» — = öSof — f-ö ist, 80 erhalten wir folgenden inter* 
essanten Satz: 



„Ißt OP=PPi, 80 ist der Durchmesser des Erümmungs- 

kreises für M gleich dem Lothe MiPi yef mehrt um den 
Parameter'^ 

sc X 
Es ist auch ©ttt*Va — = V2 Sof V« oder 

eine Gleichung, die sich als Satz so aussprechen lässt: 

„Die Bogenlänge SM ist die mittlere Proportionale zwi- 
schen dem halben Parameter und dem Lothe Mt Pi vermindert 
um den Parameter' '. 



Wenn man von Mi ein Loth MiQ auf die Axe fällt, so 
iBiSQ^OQ---ÖS^a((^o\^—l^=:=2a®xn*^li^. Ferner ist 



X 



SM :=a (Bin Vi-, Pif^aSüfVa- und 



SMi = a©in— = 2a©in Va — 6ofVa— • Man hat also: 

a ' a a 



X 



ü L^_=JgV.- und ££=JöV.-, 

-S^^ 2a®mVi-6ofV«- " TM ^ ' - 

' a ' a 

wodurch folgender Satz bewiesen ist: 

„Liegen P und Pi auf der Direktrix so dass ÖP=PPi 
ist, sind M und Mt die lothrecht darüber liegenden Funkte 
der Kurve und ist Q der Fusspunkt des Lothes von Mi auf 
die Axe, dann besteht die Relation: 

SQ:'SMi=~SM:TM, (3) 

Da ^ =r2a©in«V« ~ ist auch a.SQ=2 ('aSinV« - Y 
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Es ist also auch die Bogenlänge SM die mittlere Proportionale 
zwischen dem halben Parameter und SQ. Wie schon erwähnt, 

ist (jof- = (Sof« 1/»-+ ®i"^ Va^- Multiplicirt man die Glei- 
chung mit 2a, so sieht man, dass der Durchmesser des Krüm- 
müngskreises in M vermehrt um SQ, gleich der doppelten 
Länge des Lothee MiPi ist. 

oSof Va- 
a 

'. *~~^"~~-~~— — • 

©in V« - 
a 



Wir hatten für die Subtangente gefunden TP: 



aSofVa- 

Demnach wird rP.5Q=2«@tu»V2- - = a«@in-. 

©in Va — 
a 

Haben daher P, P\ , 3f , Mi die frühere Bedeutung, ist Q der 

Pusspunkt des Lothes von Mi auf die Axe, T der Schnittpunkt 

der Tangente in M mit der Direktrix, so ist das Rechteck aus 

IT und 'SQ gleich der Fläche OSMiPi. 
Berücksichtigt man ferner , dass 



TP. SQ^ 2a . a@tn V« - • 6of Vs- 
ist, so ergiebt sich noch die Relation: 



TP: PN=: 20S : SQ. 

Ein specieller Fall ist von Interesse. Setzt man näm- 
lich SQ = 2a, 80 ist die Subtangente gleich der Subnormale, 
also auch die Tangente gleich der Normale und neigt sich die 

Tangente unter dem Winkel -j, die Normale unter dem Winkel 

5/4 TT gegen die Direktrix. Das Loth von Mi auf die Direktrix 

ist gleich 3a also log ^of -=0,4771213, woraus a;= 1,7627472a 

und V« -^=0,8813736 folgt. Da ©in 0,881.... =1 ist, seist 
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der zu diesem Vi ^ gehörige Bogen gleich dem Parameter, also 
die zagehörige Fläche gleich dem Quadrat desselben. Man 

findet noch lg Sof 0,881.... =0,1505150=lg\^2. Also ist das 
Loth auf die Direktrix, die Subtangente und die Subnormale 

gleich aV^; die Tangente, die Normale und der Krümmungs- 
halbmesser gleich 2a. 

Zu einer neuen Beziehung gelangt man, wenn man die 

Tangente Mi T\ zieht. Man kann nämlich die Gleichung 

MxT\=z auch schreiben 3/i2\== • 

©in- 2a®ini/a- eofVi- 



und hat dann die Relation: Pi3fi» = 2PiV. 2\ifi. 

Wir möchten hieran einige Sätze schliessen, die siöh un- 
mittelbar aus der Fundamentalformel der hyperbolischen Funk* 
tionen ©of*a — ®in*a==rl ergeben. Sind nämlich Xi und Xi be- 
liebige Abscissen, so ist: 

aiQsin^^-em^j) ^a^Q^o^^^ -Sof^f )• (4) 

Diese Gleichung lässt sich so interpretiren : 
„Die Quadratdifferenz zweier beliebigen Bögen ist der Qua- 
dratdifferenz der beiden Lothe gleich, welche man von ihren 
Endpunkten auf die Direktrix fällen kann'^ 

Als specieller Fall ist hierin die Beziehung 

a^ + Äärsy« (5) 

enthalten, wo s die Bogenlänge bedeutet, eine Beziehung, mit 

deren Hülfe man leicht den Bogen ^Mi findet, welcher der 

;ite Theil eines Bogens SM^, ist. Man construire die Länge 

des Bogens SM^, indem man in der oben angedeuteten Weise 
in M^ eine Tangente an die Eettenlinie legt, theile das Seg- 
ment derselben von M% bis zum Berührungspunkte mit dem 
entsprechenden Kreise in n gleiche Theile und bestimme die 
Hypotenuse des Dreiecks, dessen Katheten der gefundene nie 
Theil und der Parameter sind. Die Hypotenuse ist das Loth 



12 

von M\ auf die Direktrix. Analog ermittelt man den Endpunkt 
eines Bogens, welcher der Summe zweier Bögen gleich ist. 

Die Gleichung (4) lässt sich auch schreiben: 

a a ' a ' a 

und lässt sich dann so deuten: 

„Die Quadratdifferenz der Spannungen in zwei beliebigen 
Punkten der Kettenlinie ist gleich der Quadratdifferenz aus den 
Gewichten der Bögen, deren Endpunkte sie sind'^ 

AlfiT speciellen Fall entnimmt man hieraus folgenden Satz: 

„Das Quadrat der Spannung in einem beliebigen Funkte 
der Kettenlinie ist gleich dem Quadrat des Gewichtes der Bo- 
genlänge, welche der Funkt abgrenzt, vermehrt um das Quadrat 
der Spannung im Scheitel der Kettenlinie". 

Wir gehen jetzt zur Anwendung derjenigen Formeln über, 
weiche eine Funktion der Summe zweier Sektoren durch Funk- 
tionen der einzelnen Sektoren ausdrücken. 

Da allgemein die Formeln gelten: 

6of («+/?) = Sofa eof/9+ ©in« ®itt/9 

©in («+/?) = ©in« 6of/^ + 6of a (Binß (6) 

so folgt auch: 

a6of^a6of^+ö©in^a©in^= a^ Sof^^^ 
a a a a ' a 

aSin^öSof- -f a(5of ^a®in^= a» ©in^?-i^ 
a a a a a 

und diese Gleichungen lassen sich folgendermassen auf die 
Kettenlinie übertragen: 

„Sind Pi , Ps beliebige Punkte der Direktrix und liegt 

ein dritter Punkt Pz auf derselben so, dass OPi^==P%Pi ist, 
sind femer -Mi, Jifa, M% die lothrecht über Pi, P», P% lie- 
genden Punkte der Kurve, dann bestehen die Belationen: 



PiiJfi . PiM^ + SMi . SM% ==: OS.PsMz 

SMi . PiMi + PiMi . SMu = OS . SMz. (Fig. 2.) 
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Bedenkt man, dass anch 



a 'a a a a 

und flSin^ aSof- — oSof^ a@in^= 0*61« ^^=^ 
a a a a a 

ist, so erhält maD noch folgende Beziehungen: 



Folgende Anwendung der Formeln (6) dürfte ebenfalls der 
Erwähnung werth sein. Setzen wir wieder OPi=rii, OP%—x% 

a(Jof — aSof— 



(Fig. 2), so ist riPi = und raPa = , also 

©iii^ ©hl?! 

a a 






2»P8+2\iPl=: h ==. 



a a a a 



a 



demnach Ta Pa + 7\ Pi== — entsprechend wird : 

©in ~®in — 
a a 

Xi — Xi 



a®tn 



a 



TaPa— 7iPi=Ä > woraus der Satz erhellt: 

©in —©in — 
a a 

„Sind Pi, Pa beliebige Punkte der Direktrix und wählt 

man P» und P4 so, dass 0Pi=PaP3, OPi^PiPa wird, sind 
3fi, 3fa.... die lothrecht darüber liegenden Punkte der !Kurve 
und 7i, Ta die Punkte, in welchen die Tangenten in Mi und 
Mi die Direktrix schneiden, so ist jederzeit: 



TiPi+TiPt : TiPi—TiPi^SMn : «Jlfi". 
Es liegt nahe, auch diejenigen Formeln auf die Kettenlinie 
zu übertragen, welche die Summe oder Differenz von Funktio- 
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nen zweier beliebigen Sektoren durch ein Produkt von Funktio- 
nen darstellen, deren Argumente die halbe Summe und halbe 
Differenz der beiden Sektoren sind, ein Gedanke, der schon 
von Möbius in. seinem vortrefflichen Lehrbuch der Statik an- 
geregt worden ist 

Es gilt allgemein: 

Sofa + Sof ß = 26of ^ Sof ^ und 

(Jof a - Sof /? = 2®in ^ ©in ^, 



daher hat man auch: 

(x^+xi) ^ , ,, {x%—xi) 



a(^aeof^-.aeofj)=2a@inV2?^^a©ini/2??^^ (7) 

ein Resultat, das sich folgendermassen aussprechen lässt: 

„Sind Px und P« beliebige Punkte der Direktrix und wählt 
man zwei andere Punkte Ps» i\ auf derselben so, dass 

PiPi—P^Pi und 0P4.=PiPb ist, sind ferner Mi^ ifef».... die 
vertikal darüber liegenden Punkte der Kurve, dann bestehen die 

Relationen: 0§(ftlfr+ ft^) =^2 . Pgjfz . KMi und 

ö;S(ft]^2-rÄi^i)=2«M8 .'SM^i. (Fig. 3.) 

Berücksichtigt man, dass die Spannung T=:6y ist, so 
braucht man nur die Gleichungen* (7) mit Ö* zu multipliciren, 
um folgende Ausdrücke zu erhalten: 

Ga(ra + ri) = 2Gaeof V» -^ Ga©in Va ^^^^ 

Oa(n-^Tx) = 2ea@tn Va ^^-^ öa®in Va ^IZfi 

das Ireisst: 

„Die Summe der Spannungen in den Punkten Mi und M^ 
ist gleich dem doppelten Produkt der Spannungen in jlfs und 
Ma. dividirt durch die Spannung im Scheitel. Die Differenz 
der Spannungen in Mi und M^ ist gleich dem doppelten Pro- 
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dukt aus dem Gewicht des Bogens SM» in das Gewicht des 
Bogens SMi diridirt durch die Spannung im Scheitel". 

Entsprechend den Gleichungen (7) lassen sich noch fol- 
gende aufstellen: ' 

a(^a@itt^+a@in?i^ = 2a@in Vii^^^tfi «Cof Vi^^^=^ 
V ö ' a y ' a ' ' a 

afa®in~— a©m^^ = 2a©inV8^=^<»epfV: 



j 



woraus noch die Beziehungen an der Kettenlinie folge» t 



0S{SM^'\'SMi)^2SMz . PiMi und 

OS(SM% — SMi)=^2SM4. . P^m. 
Auch möge bemerkt werden, dass die Fläche 



PiMxP^M%^2P^Mz . SM4. ist. 

Drückt man den Cosinus und Sinus des Dreifachen eines 
hyperbolischen Sektors durch den einfachen und doppelten 
Sektor aus, so lassen sich neue Relationen an der Eettenlinie 
nachweisen. 

Es ist nämlich *Sof3a=r2@ofa(^of2a-^eofa und 
®in3a3=a2Sofa®in2a — @ina, daher hat man auch 

aragof3~+a6of~^=2aSof?-aSof2~ ^mi 

o« ©in3 ^ + a«@in- = 2aeof-a©tn 2- 

Gleichungen, die sich derart in Worte fassen lassen: ,,Haben 
drei Punkte Pi, Ps, P3 auf der Direktrix eine solche Lage, 

dass 0Pi=:Pip2=PiPi ist und sind Mi, M%, Mz die senk- 
recht darüber liegenden Punkte der Kurve, so finden die Be- 
ziehungen statt: a^(Pi3fi-fp3ifs)~2Pi3fi P^M^ und Fläche 
OSMzP%y vermehrt um Fläche ÖÄWift", gleich 2.PxMi^SM^. 
(Fig. 4.) 

Dividirt man die Gleichung 

o(«6of3^ + a6of |^)x=, 2a Sof ^ «Spf 2 ^ 
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durch die Identität a^aSofSJ — |-a^=2(iSof— oSof — , 

. a6of3- + a6of- a(5of2- 
80 erhalt man : — = 



, . . , PiMi+PsMz PtM% 
woraus man noch entnimmt : -^= — ■ = ■ - 

Dass sich auch die Formeln, welche die dritte Potenz einer 
hyperbolischen Funktion durch Funktionen von Vielfachen des 
Sektors darstellen, zur Ableitung von geometrischen Relationen 
anwenden lassen, möge nur an folgendem Beispiele gezeigt 
werden. 

Man hat: eof»-=ViSof3^+ V* Sof^. Femer ist 

' a 



MiTx = 



©in — 
a 



mithin auch : *illl = 



* 



OS ögof- @itt - 4aSof- ©in - 

und es bietet sich die Relation: „Ist M\ ein beliebiger Funkt 
der £ettenlinie (Fig. 4) und schneidet die Tangente und über- 
male die Direktrix resp. in 7i und N\y das Loth von ihm die 
Direktrix in Pi, liegt femer Ps auf derselben so, dass 

OP8=2aPi, dann ist stets : 



MiTi : 0^«=Jtf3P3+3JfiPi : 4PiiVi". 

Folgende Entwickelung möge hier angefügt werden. Fällt 
man (Fig. 4) von M^ und 3f4 Lothe auf die Axe , 



so ist ÄQa = 2a©in«Va~ ttnd «04=20 ©in« Va^> 



wenn man OP%=z% und 0P4,-^xa setzt. 
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Daher auch SQi=SQi=:2a (^©inäV» - — ©in^V« -") 

oder Va aQ^ =fa(Bm^l2 -)*- ^aSiuVs JV 

woraus wir in Bezug auf die Kettenlinie schliessen : 

„Sind P2 und P4 beliebige Punkte der Direktrix und 

wählt man Pi und P3 so, dass 0I\=sPiP2 und OPi^P^Pi 
wird, sind dann Q2 und C24 die Fusspunkte der von M^, Mi 
auf die Axe gefällten Lothe, so findet die Beziehung statt: 

Wir setzen jetzt voraus , ein Punkt Pi habe eine solche 



Lage auf der Direktrix , dass OPi <Z 1,3169579 a ist und es 
sei wieder Qi der Fusspunkt des Lothes von Mi auf die Axe ; 
bestimmt man nun einen Puqkt Pa auf der Direktrix derart, 

TypT ~ÖP' 

dass die Gleichang Xa Va = V^2 ®in Vs erfüllt wird, 

^ ' a a 

dann ist der Fusspunkt des Lothes von Ufa auf die Axe der 
vierte harmonische Punkt zu O, «S, Qi (Fig. 5). Am einfach- 
sten wird man dies nachweisen , wenn man annimmt , dass die 
Punkte harmonische sind und die Delation sucht, welche zwi- 
sehen OPi und OPi bestehen muss. 



Wenn OS : SQissOQi : Q1Q2 ist, dann ist auch 

a aSof — 
a 



Xi = 



2a ©in« V« - 2a (©In» V« J^ - ©in« V» f) 
wobei OPi=ari, OP^^x^ gesetzt ist. Oder man hat 

1 l + 2®in2Va~ 



Xi = 



©tn^Va — /-• 9 1/ ^2 Ä- 81/ ^i 

a ©m^ Va ®m* Va — 

' a a 

©in* Va — 
mithin auch : =:2+2©in« V« - =2eof« V« ^, 

©in» V» - 
a 
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woraas resultirt: 



5Eg» i/j^=2®in«V» -. (8) 

welches die obige Bedingung ist. 

Für den Fall ÖPt=l,S16....a wird«Qi=a und Q» liegt 

im Unendlichen, wesshalb auch dann STg Va — =1 ^ß*« 

Hieran lassen sich verschiedene Sätze knüpfen. Zunächst 

folgt, dass wenn OPs = /*sA und OPi = PAPi ist, dann auch 

die Beziehung stattfindet: SM^^ : SMs^ =2Pijfi^ : Ö^, da 
man Gleichung (8) auch schreiben kann: 



Qa(Bin 1/2 JY 2 (^aSof V2 | 

( 



a;»N» 



a®tn Va — ) 
a y 

Qiebt man der Gleichung (8) die Form 



c 



aSinVa- ) 2aeoPV2 - 
a y a 



(^a ©in 1/2^) 

so erscheint folgender Satz: „Sind 0, <^, Qi, Qa harmonische 
Punkte auf der Axe und fallt man von den senkrecht über Qi 
und Qi liegenden Funkten der Kurve Mi und Mi die Lothe 

MiPi und M2-P2 auf die Direktrix, wählt man ferner Ps und 

Pi so, dass OPz^P^Pi und OPa = P4.P2 ist, dann besteht 

die Relation: ÄMÄ* : SMd^=D : OS, wo D den Durchmesser 
des Erümmungskreises in M4 bedeutet". 

Eine neue Beziehung ist leicht ableitbar, wenn man in 
Ml (Fig. 5) eine Tangente an die Kettenlinie legt. Nimmt 

man wieder OPi=xi, OP^^Xi an, so ist 

aSof» 1/2 - 

a 

Ml Ti = • Mit Hinzunahme der Bedingungsgleichung 

©in V2 - 
a 

(8) erhält man: 
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^ . ^=M4r4 2®in^V2 - 

oder a»®m i/a- = M^Ti . 2a ©in» V» ~. 



Man findet also die Fläche OSMiPi gleich dem Eechteck 
aus WITi und "äQi oder auch MITa : "SMa = OÄ' : ÄQi. 



Nimmt man an, es sei 0S=: 2SQi^ so erkennt man leicht Ma 
als denjenigen (ausgezeichneten) Funkt an der Xettenlinie, für 
welchen die Tangente gleich der Normale etc. ist. 

Berücksichtigt man, dass das Quadrat der zum Funkte Mi 



a^eof» Vi 



a 



gehörigen Subtangente TiPi* = ist und multipli- 

®in2 Va - 
a 

cirt wieder mit (8), so kommt: 

«»eof 2 V» ~ ®in* Va - 

^ . = TiPA^2(S>\r\^ Va -. 

©in^Va- SoPVa- "" 

' a ' a 

Diese Gleichung lässt sich einmal schreiben: 



a*=2fa®inV3-^V4Pi2 und dann: ^ ^. ,,, a:i = — 



a 



woraus man entnimmt: aSMs* . T^Pi^—^kOS^ und 



Da wir uns im Vorhergehenden ausführlich mit der Ketten- 
linie beschäftigt haben, dürfte es nicht unzweckmässig erschei- 
nen, hier eine kurze Behandlung des Kettenlinienpendels anzu- 
schliessen. 

Es sei also ein schwerer Funkt gezwungen , sich im luft- 
leeren Räume auf der Kettenlinie zu bewegen. Die Reibung 

2* 
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werde vernachlässigt. Zur Zeit ^o=0 befinde sich der Punkt 
in Mo (Fig. 6) und habe die Anfangsgeschwindigkeit ro=0. 

Die Ordinate für Mo sei c, der Bogen SMo^ß, der Bogen 

SM==a» Nun befinde sich der Punkt zur Zeit t in M und es 



sei MMo=Sy also a==ß — s. Bann ist allgemein die Tangen- 
tialbeschleunigung 9)/= ^72= — jTj« Andrerseits ist 

qp/t= — g-^ =z g-j-. Also ist die Bewegungsgleichung des 

Punktes: -^ = — ff-^. Das Prinzip der lebendigen Kraft 

liefert: 

V» -= 2ff(c-y) (9) 

ds 
woraus folgt: dt=s ^ ==z. Nun besteht aber nach (5) 

V 2^V c— y 
die Relation: 

a«-}-a^==y*, also ada^=:ydy 

aa^y^^-^^M= oder ds = ^ ^^ ^ 
Man erhält somit: 

,. ydy , 

«* = 7::= . oder 

V 2^V (c-yj(y— a) (y-f 0) 

1 py 



>^2,/- 



Dies elliptische Integral ist auf die Normalform zu reduciren 
und hängt die Reduktion ab von den Wurzeln der Gleichung 

3. Grades oder von dem Radikal : JR = V^ — {y '-'C){y'-a){y-\-a), 
Die in Betracht kommenden Grössen sind also 

+ c, +a, —a, — Qo, 

da man eine Gleichung dritten Grades als speziellen Fall einer 
Gleichung vierten Grades betrachten kann, deren vierte Wurzel 
unendlich ist. Man wendet hier am besten eine Substitution 
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zweiter Ordnung an, welche in der ,yTheorie der elliptischen 
Funktionen von Durege §22 behandelt ist. Die Substitution 

ist von der Form y= — . , , , wobei a, J, c, d Constanten 

c -f- äz^ 

sind, die aus den Wurzeln der Gleichung p, q, r, s bestimmt 

werden. Später wird z^=:9in^q) gesetzt. £s ist bei diesem 

Problem besonders auf zwei Funkte zu achten: es sind für p 

und q die Wurzeln zu setzen, zwischen deinen die Grenzen der 

Integration liegen, also hier c und a. Ferner ist zu bedenken, 

dass y abnimmt, wenn t wächst; da es nun zweckmässig ist, 

wenn q) und t gleichzeitig wachsen, so ist diejenige Reduktion 

zu wählen, nach welcher z resp. q) wächst, wenn y abnimmt. 

Hiernach erhält man folgende Zusammenstellung: 

p=^c, q = a^ r= — a, s=. — oo . 

Man hat nun nach Durege folgende Formeln: 

k* ^ ;^-g)f-! l «in»g, = _ 2Z:f fZ^ (10) 

(jt?— r)(y — 8) ^ p — q x^s ^ ^ 

dx^ 4 cfe» 

TV (11) 



A(X'p){x-q)(x-r)(X'8) ^Aip-r^qs) (1-«»)(1-A«x;«)' 

Hieraus entnimmt man unmittelbar: k^=i — ; — eine Grösse, 
die sich geometrisch deuten lässt. Man hat nämlich 

aSof ?^ — a 

aSof ^ +a 

wenn y die zur Ordinate c, gehörige Abscisse bezeichnet. Nun 
ist aber a©tn V« — der zu V« y gehörige Bogen, aSof V« ^ die 

entsprechende Ordinate. Bildet man den Quotienten dieser 
beiden Ausdrücke, so folgt der Satz: 

„Der Modul der bei diesem Problem auftretenden ellipti- 
schen Integrale ist stets gleich dem Bogen, welcher zur halben 
Abscisse der Anfangslage gehört, dividirt durch die zugehörige 
Ordinate oder gleich der Projektion des Bogens SMo auf die 
Axe dividirt durch den Bogen «SMo". 
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Letzteres folgt aus (3). Auch der einem beliebigen Werthe 
Ton y entsprechende Winkel q) . lässt sich leicht an der Figur 
bestimmen. Es ist nämlich nach (9) 

c — y y — a 

sin*a)=s und cos^cp = 

^ c — a ^ c — a 



also tg' CD = = . 

Beschreibt man über MqR% einen Halbkreis und zieht von R\ 
eine Parallele zur Direktrix bis JV, so ist 



c—y NMo^ , , NMo 

= zzz== also tg Qp = ==: 

y— ö iVÄa« ^ NB2 



mithin -^.NR^Mq gleich q). 

Während also y alle Werthe zwischen c und a annimmt, 

durchläuft q> alle Werthe von bis -jj. Nach (10) finden wir: 



dy^ 4 &* 



dy 2 dz 



oder 



V L. (y_c)(y— o)(y+a) V^c+a V^(l— -«»)(!— *>;?«/ 

Das negative Vorzeichen der Wurzel ist zu nehmen, weil y und 
z nicht gleichzeitig wachsen. Nun setze man z^ = sin^qp, 
dann folgt: 

dy 2 dq> 

\r — (y— c)(y— a)(y+^) V^c-f-« V*l — A*sin*qp 

also auch: 

j^ ydy ^ _ 2 \c—{c~a)Bin^(p\d(p 

"" V'-(y-c)(y— a)(y+a) "^ V^H^ ^9> 

= -^^ ro^-,(c+a)>l»sin^cpJ^1 
V^c + a L ^qp ^'^qpj 

da nämlich c — a=k\c-\'a) ist. Dutch weitere Umformung er- 
hält man: 
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D=^ -7^=1^' (1-A* sin» ^ ^ak^ sin> ^{ 

Es ist also: 

t/dy 



{ >^— (y-ö)(y— «)(y+a) 






V^c + a^i ^ ^y^ 



da für y=<?, qp=:0 wird. 
Nun ist 



sin^ q) 



:^=ii^<^>-ii^^(*^)' 



wo nach Legendre F(q)) das elliptische Integral der ersten, 
Ei(q>) das der zweiten Gattung bedeutet. Dann ist 



/ 



V , !f^ v =n= -w=tc-Ei(9)-«i^9')+a^i(9>)l 

V — (y--c)fy— a)(y4-a) V c-fa 

= —7r= ^ + «) ^i(y)-«i^(9>)| 



oder man erhält 

<= V-4-^ 1(« + «) iSi(9>) - « -FCgp).! 

c —- a 
Bedenkt man, dass k'^ = l ;— , so ist auch 

i = k' %[ 1 |(<?+a)£iqp~-aF(qp)i. Da man nun 
9 
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findet, 80 ist der komplementäre Modul gleich dem Parameter 
dividirt durch die Ordinate, welche der halben Abscisse der 
Anfangslage zugehört. 

Um den Zeitraum zu ermitteln, während dessen der Punkt 

7t 

bis zum Scheitel der Kettenlinie fällt, ist y = a also qp = -^ zu 



setzen. Dann ist 



h=k'^^\{c^a)E—aIÖ. 



S 

wo E und K die vollständigen elliptischen Integrale der zwei- 
ten und ersten Gattung bedeuten. Die Dauer einer Oscillation 
ist das Vierfache dieser Zeit. 

Wenn man t von t\ subtrahirt, erhält man die Zeit, wäh- 
rend weicher der Punkt von einem beliebigen Punkte des Bo- 

gens bis zum Scheitel fallt, nämlich: | 

« 

h^t^i=k' Y- \(c+a)lE—Ei((p)']—a\K^Fi<pyj^ (12) 

Es ist noch übrig die Beschleunigung des Normalwider- 
standes der Bahn bei dem Kettenlinienpendel zu bestimmen. 
Die Norraalcomgonente der Gesammtbeschleunigung ist gleich 
der Widerstandsbeschleunigung, vermindert um die Normalcom- 

v^ a 



ü» dx 



ponente von ff also _ =r-^- oder ^^^g^p- +gof- ^"^ 



a a 

Mo ist r=: — ö ein Minimum, im Scheitel ist r= [ ——\]q 

ein Maximum. 

Wir haben die Beibungsbeschleunigung bei diesem Problem 
nicht berücksichtigt, weil sie von der physikalischen Beschaffen- 
heit der Bahn und des materiellen Punktes abhängt und daher 
theoretisch nicht wohl bestimmt werden kann. Wir möchten 
jedoch der Vollständigkeit wegen noch den Fall berühren, dass 
eine bestimmte Anfangsgeschwindigkeit vorhanden sei. 

Es befinde sich wieder der Punkt zur Zeit /o = in Mo 
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und habe die Geschwindigkeit t*o* Bann geht die Gleichung 
(9) in f?2= ro 2+ 2^(c—y) über und man erhält 

di ^ ^ ^ ' -y^y 

Setzt man vo^'{-2gcss:ci, so kommt 

ds —ydy 



dizrz 



oder 



yTvo^ + 2^(c-y) V(ci-2^y)(y2~a2) 

^ — y^y 

V2g V- (y ~^)(y-^«)(y+ö) 

_ —1 /^ y^y 

wo (78 = 7i- substituirt ist. 
Ferner hat man 

ä2 = — ; — und sm2 q> = -* 

c^-\-a ^ c% — a 

Nimmt man nun dieselben Umformungen wie oben vor, so er- 
hält man: 



/ 



ydy 



V_(y__cj)(y. a)(y^a) 

m/ C?8 — C 

wo /9 den Werth arc sin ▼ hat. Hiernach resultirt 

^ C2 — a 

l=.k' V- ){c,i-a)[Ei((p)-Ei(ß)]-^.alF(<p)--F(ß)]\ 
als der Zeitraum, während dessen der Punkt mit der Anfangs- 
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geschwindigkeit vo von Mo bis M fällt. Für die Fallzeit bis 
zum Scheitel entnimmt man 

ix=k' T - (c +o) [E—Ei(ß)-] — a[K-F{ß)]\ 

7t 

indem wiederum (p=-^ wird. Also erhält man für die Fall- 
zeit von M bis aS 

t = k' >! -^^{c,-\-a)iE-E,{<p)] - aiK-F(q>)X 

Diesen Ausdruck giebt aber schon (12), wenn man dort c^ 
statt c setzt. 

Liesse man den schweren Punkt ohne Anfangsgeschwindig- 
keit von einem Punkte M^ der Kettenlinie fallen, der um die 
Länge c^ von der Direktrix entfernt ist, so würde er den 

Bogen MS in derselben Zeit durchlaufen als im vorigen Falle. 
Die Länge c% war gleich ^ = c -f- -ö- > mithin gleich c ver- 
mehrt um die Geschwindigkeitshöhe, d. h. die Höhe, bis zu 
welcher ein Punkt im luftleeren Räume mit der Anfangsge- 
schwindigkeit vq vertikal aufsteigen würde, welche er also auch 
durchfallen muss, um die Geschwindigkeit t?o zu erlangen. Ist 
daher eine noch so grosse Anfangsgeschwindigkeit gegeben, so 
kann man diesen Fall jederzeit auf eine Bewegung ohne An- 
fangsgeschwindigkeit zurückführen, da die Ordinaten bei der 
Kettenlinie ins Unendliche zunehmen. 

Der nächste Schritt wäre nun, die Bewegung im wider- 
stehenden Mittel zu verfolgen; doch ist eine ausführliche Be- 
handlung des Kettenlinienpendels hier nicht unsere Aufgabe. 



Kaum minder fruchtbar wie bei der Kettenlinie verspricht 
die Anwendung der hyperbolischen Funktionen bei der gleich- 
seitigen Hyperbel zu sein und wir wollen daher diese Kurve, 
die unter den Hyperbeln etwa die Stellung einnimmt wie der 
Kreis unter den Ellipsen, einer eingehenden Betrachtung unter- 
ziehen. 
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Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel ist in ihrer 
gewöhnlichen Form: 

;c2_y2=:a2. (13) 



Bezeichnet man den Sektor OMS (Fig. 7) mit a, so ist 

a = Va^y — Jydx und 

, ^ » I y » » xdy—ydx 

da = ^dy+ ^dx'-ydx = ^^^ > 

Nach (13) ist aber rfy= — rfa:, also: 

x2 — yl dx a^ dx r? if ^ l 

da=- — ^ — = -ö . Es folgt 

2 y 2 Vx^—a^ 

2 ^y \ xZ _ «2 2 ' a 

a 

daher a; =r aSof -i; und es ergiebt sich aus (13) y=a <Sin~7;. 

Setzt man noch — =k, so sind die simultanen Gleichungen 

der Hyperbel: 

x = aQo\i y = a ©iuÄ (14) 



wo a = OS ist. Setzt man OP = x und PJfef = y , so ist 
a;2-|-y2 — OJi/2. Andererseits ist aber nach (14) 

a:2 + y2 =: a2 (gofZA + ®iu2A) = a2gof 2*. 

Bezeichnet man die zum Argument 2k gehörige Abscisse mit 

ÖFa, so hat man also UM^=0S . 0P% oder den Satz: 

jjst OR gleich OM und schneidet der freie Schenkel 
eines in R angetragenen rechten Winkels die Axe in Pu liegt 

femer Mi senkrecht über Pi , dann ist der Sektor OMiM 

gleich dem Sektor OMS"'. 

Um also einen Sektor OMiS zu halbiren, beschreibe man 

über OPi einen Halbkreis, der die Tangente im Scheitel in 

R schneidet und mache OM = OR. 
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MuUiplicirt man die Gleichungen (14), bo kommt 



was die Beziehung giebt: ON . PM=OS . PiMi. 

Ehe wir in der Aufsuchung von Relationen fortfahren, wird 
es zweckmässig sein, erst die Tangente, Normale etc. durch 
Funktionen von k auszudrücken. Man findet 

^^SofA diy —1 xfTTTdy^ VSÖfäfc 

dx ©in*' rfa:2~o©tn»A' ' ^+VÄ;y' ""~@tnÄ~ 

^^+( J)'= -^' ^'"""^'' ^°'8t : 



PiNr=aeof>i, q = a(Sof 2A)V.. 



PiV ist also gleich OP, mithin OM = MN , worauf sich die 
einfachste Construktion der Tangente gründet. Ferner ist 



=-=^9*. (15) 



Aus der Figur ersieht man, dass 6V^i = oSof2A — a = 2a©m2A 
ist, was umgeformt aSPi=2{a<Bink)^ oder die Relation giebt: 



06' . SPi = 'JPM'^. 



a (Zin^k 



MuUiplicirt man die Gleichung TP=^ ^ , mit 6of^, so 

entnimmt man leicht die Beziehung: ON , TP=OS , tSPi, 

Eine wichtige Beziehung erscheint, wenn man den Quo- 
tienten von SPi und PiMi bildet. Man erhält nämlich 



6I\ 2a SinU a^'mk ^ ^ JSPi PM 

demnach 



P\Mi 2a®in/;Sofi- aSofA P^Mx OP 



SPi ^ ^CTT-^ , PM 



Nun ist aber = tg SMxPi und = is MOP, da- 

PxMi OP 
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her auch -^ SAfiPi= <^MOP. Um also einen beliebigen 

Sektor OM\S zu halbiren, hat man nur M\S und M\Pi zu 

ziehen und den Winkel SM\P\ an die Axe in anzutragen; 
der freie Schenkel schneidet die Hyperbel in dem gesuchten 
Punkte M. 



Neue Eelationen bieten sich dar, wenn man SM\ durch 
hyperbolische Funktionen darstellt. Quadrirt und addirt man 
die Gleichungen 

■^i = 2a@inU und K^=a©in2A=2a®tnAeof*, 

so erhält man: 



^>Pi2 + Pi3fi2==4a2@in4A4.4a2(gtn2>teof2*, 
also ÄWi 2 = 4a2 ©tn2 k (®in2 k + 6of 2 k), mithin 

;S]Sr=2a®in*V^eöf2k. Da auch SW[^2(B\nk.'MNy so folgt 

zunächst: 'ÖS . SMi=2PM . MN. 

(^tn k /»———— 

Berücksichtigt man ferner, dass MT=^a ^ v Sof2A ist, 

so hat man: MT = ^^^ , woraus man leicht die Proportion 

ableitet: PM : SM^=ÖS : ON. 

Für den Krümmungshalbmesser hat sich der Ausdruck 
p=a(®of2Ä)*/a ergeben. Multipliciren wir diese Gleichung mit 

JtfiVs=aVSof2A, so resultirt: M N , q = (a(S.o^2k)^ oder, was 

dasselbe besagt, OPi ist die mittlere Proportionale zwischen 

OM und dem Krümmungsradius für M, Soll man also die 
Länge des Krümmungshalbmessers für einen beliebigen Punkt 

M construiren, so bestimme man OUi = 0R=: OM , trage an 

OR in R einen rechten Winkel an, dessen freier Schenkel die 



n 



Axe in Pi trifft. Vervollständigt man dann •<. OPx Ui zu -^r, 



so «ist OU^ der gesuchte Eadius. 

Für den Scheitel ist übrigens der Halbmesser gleich dem 
Parameter, wie sich schon aus der betreffenden Gleichung er- 
giebt, wenn man £ = setzt. 

Schreibt man die Gleichung ^ = a((5of2A//« in der Form 
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, r 



^ =r aV-@^of2^ @!of2A;^ so lässt sie die Bentung zu: 



q : MN^ OPi : OS. 

Um endlich noch eine Relation für den Durchmesser D 
des Erümmungskreises für den Punkt M zu entwickeln, multi- 
pliciren wir die Gleichung p = a((5of2*)V« mit 2®ini, wodurch 

wir erhalten : D @tn£ =r 2a S/^Sof 2£ @in^ Sof 2^. Berücksichti- 
gen wir, dass SMi^2a<BxnkV^o\2k gefunden ist, so erscheint 
D^ink = SMiQo\2k, woraus wir das Resultat ziehen: 



D . PM^OPi . SMi. 

Wir nehmen jetzt an, es seien Mi und M2 beliebige Punkte 
der gleichseitigen Hyperbel, Pt und P^ die senkrecht darunter 
liegenden Punkte der Axe, dann lässt sich sehr leicht folgender 
Satz beweisen: (Fig. 8) 



„Beschreibt man über OP» und P%Mt Halbkreise und ist 

JRx der Schnittpunkt von P\Mi mit dem ersten Halbkreis, R^ 
der Schnittpunkt einer durch Mi zur Axe gezogenen Parallelen 

mit dem zweiten Halbkreise, trägt man ferner P% R% auf i^i P2 
ab bis Rz und macht OR=^ORzy so liegt der Punkt Pz der 

7t 



Axe, der durch Vervollständigung des < ORS zu -^ bestimmt 

ist, lothrecht unter einem Punkte jlfs, welcher der Relation ge- 
nügt: Sektor OMiS vermehrt um Sektor OM%S gleich Sektor 
OMzS"'. 



Zum Beweise setze man den Sektor" OMiS gleich cTi, 

2(71 



OM%S gleich a%, wodurch man ableitet: OjPi=aSof— y. 



2a 



OP2 =a©of — j. Man erhält demnach das Argument der hy- 



perbolischen Funktion, indem man den zugehörigen Sektor jnit 

2^ 
a2 



der Constanten -r multiplicirt. Hiernach ist also die Abscisse 



OP3, die zu einem Sektor Oi-j-a^ gehört, alJof-rCai-f (y»). Ist 



I 
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2 2 

nun~(Ti=Ai, -2<T2=^2, so folgt: 






oder 0*9 . OP^^OPi . OF2 + PiMi . P%M%, 

woraus die obige Construktion erhellt. 

Zugleich ist die Aufgabe gelöst: ^^Es sei ein beliebiger 
Punkt 3/a auf dem Hyperbelbogen gegeben; man suche hierzu 

einen Punkt Mz , so dass der Sektor OM^Mz gleich einem 

vorgegebenen Sektor OM\S ist". 

Denkt man sich übrigens den Punkt M\ mehr und mehr 
an M% herangerückt, so nähert sich auch R\ dem Punkte Pa 
und R% dem M%. Im Grenzfalle trifft Ri mit Pa zusammen 

und P%R% wird gleich P^M^, also auch P^Rz gleich P2M2, 
d. h. wir werden auf die oben erwähnte Construktion geführt, 

das Doppelte eines Sektors zu finden. Ist PiRi gleich P%R%y 
so fallt Rz mit Pg zusammen. 

Eine neue Relation ergiebt sich aus der Gleichung: 



nämlich: PiAfi . OP2 + OPi . P%M2 = OS . PsMs, 

Analog lässt sich ein Punkt Mi derart finden, dass der 

Sektor OM2S vermindert um OM\S gleich dem Sektor OMiS 
ist. Aus 

eof(A:2—Ai)= Söffe Söffe --©infe ©infe 



folgt die Beziehung: OPi . OP2 — P1M1 . PsM^^^^OS . OP^. 
Bestimmt man demnach die Kathete eines rechtwinkligen 

Dreiecks^ dessen Hypotenuse ORx, dessen andere Kathete 

P2P2 ist und macht ORa gleich der gefundenen Kathete, so 



ft 



erhält man durch Vervollständigung des <C OR^S zu -^ den 

Punkt P4 der Axe, welcher senkrecht unter 3/4 liegt. Hieran 
schliesst sich wieder die Relation: 



P2M2 . OPi — OPi PiMi = OS . P1M4. 
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Entsprechend dem Gange der Untersuchung bei der Ket- 
tenlinie wollen wir jetzt einige Beziehungen an der gleichseiti- 
gen Hyperbel entwickeln, wenn Mi und Mi auf dem Bogen 
so liegen, dass O, S, Pi, Pa harmonische Punkte sind (Fig. 9). 

Besteht das Verhältniss OÄ : SPi == OPa : PiP«, so hat 
man auch 



a a(io^k 



a 



2a @tn2 1/2 *i "" 2a (©in» 1/2 *2 - ©in2 i/a >fci) 



worin aSof Ai = OPi, a Söffe =r OP2 ist. 

Weiter folgt ^. ^^ , — 1 = Sof fe oder die Bedingungs- 

gleichung : 

2:g2i/2A2 = 2®in8V2>fi. (16) 



Zu bemerken ist, dass dem Sektor OM3S das Argument 

^2^:1 und dem Argument V^fe der Sektor OMiS entspricht. 
Addirt man 1 auf beiden Seiten von (16), so erscheint 

•eof2V2A2 + ©m2Va*2 



eof2i/afe 



=: eof«V2*i+®in^V2*i, 



woraus man leicht den Schluss zieht: OP4 : 03/4= 0«S: OMs, 



Da andrerseits OP4 : OM^=OS : OB so folgt OM3 = OE. 
Hierauf kann man eine Construktion des vierten harmonischen 



Punktes zu O, ä, Pi gründen. Man beschreibe über OPi 
einen Halbkreis, welcher die Tangente im Scheitel in JR schnei- 
det, ziehe OM bis zum Schnittpunkte M^ mit der Hyperbel 
und mache 0^2 gleich OMi. Veryollständigt man dann 



TT 



< Oß2S zu -^, so schneidet der freie Schenkel die Axe in 

dem zu S conjugirten harmonischen Punkte. Aus (16) folgt auch 

(g ©in 1/2 ^2) ' ^ 2a @in » V2 h 
(aSof 1/2*2)* ~ ö 

eine Gleichung, die man deuten kann: 



0P4> : PiMi^ = OS : SPu 



Fällt man von P4 ein Loth auf OM4.9 so ist auch 
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OPi« : PiM4.^=:0N: NMa also OS : SPi=^ON: NMi, 

das heisßt NS parallel PiMa» Zu neuen Relationen gelangt 
man, wenn man in Jlfi eine Tangente an die Hyperbel legt. 
Nach den oben aufgestellten Formeln hat man nämlich: 

a*©in* Vä^a 



Ferner ist nach der Bedingnngsgleichnng für harmonische Punkte 
Die Multiplikation beider Gleichungen ergiebt: 



ein Resultat, das sich so aussprechen lässt: 

„Sind O, S, Pi, P% harmonische Punkte auf der Axe und 

bestimmt man M4. auf dem Bogen so , dass Sektor OM^S die 
Hälfte des Sektors OM%S wird, dann ist die Tangente in Mi 
die mittlere Proportionale zwischen OPg und SP\ oder zwi- 
schen 'ÖS und P1P2". 

a®tn*Va*a 



Bedenkt man, dass TiPis= / — und nimmt Glei- 

T P 

chung (16) hinzu, so folgt: aSofVaA8= or-- ' ai/ z. " ^^^ ®® 

bietet sich noch die Proportion: OPi : 05'= jT^P* : «SPi. 

Wir gelangen jetzt zu den wesentlichsten Beziehungen, 
welche sich mit Hülfe der hyperbolischen Funktionen an der 
gleichseitigen Hyperbel entwickeln lassen. Die Ableitung der- 
selben stützt sich auf die Formeln 

(^o\h - Sof Ai = 2@in ^?i^ ©in ^?^ 

©in A, - ©in*x = 2(£of ^^±^ ©in ^^ 

Multiplicirt man nämlich die Gleichungen mit a und dividirt 
die erste durch die zweite, so ergiebt sich 

3 
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aSof ^2 — cggof kl _ OFi~OP i ^ ^ ^j^ 
a®'mk$ — a®\nki "" i^ifa-^Piitfi ^ 

wenn man annimmt, dass OM\S nnd OM2S (Fig, 10) die dem 
Äi nnd Är2 entsprechenden Sektoren sind. Es sei nun Ms so 
gewählt, das» zwischen den Sektoren die Beziehung besteht 

OM^r==ili(OM^+'ÖM^) dann ist nach (15) 



X. ^+ii = S^. Man hat aber 

^ 2 MsN9 



OPt-OPx MiRi 



PiM^—PiMi E1M2 



=: tg MxM^Rx und 



TzM% 



tg MiNsPi = tg MzOPz, Demnach folgt 



M1M2R1 = <:MsOP3. 

Es ist ferner 



©tn*8 + ®in^i P^^^'KMx ^ 2 

Wählt man M4. so, dass der Sektor OM^tS gleich der halben 
Pifforenz der Sektoren OM2S und OM\S wird, so ist ent- 
sprechend ^^^ = Stg ^2ZZ*1 = tg I^UNTpI -= tg J^iÖA. 

Macht n)an -Pg-ßa gleich Pa^2+-f*i'*^i> dann ist 



OPi—OPt 



= tg PxE^P^y aUo <:PxBiP2 ^<:.MiOPi. 



Wir haben somit folgenden Lehrsatz nachgewiesen: 

„Sind Ml, M% beliebige Punkte der gleichseitigen Hyper- 
bel und Pi , P2 die lothrecht darunter liegenden Punkte der 



Hauptaxe und trägt man < M1M2P2 an die Hauptaxe im 
Mittelpunkt an, dann schneidet der freie Schenkel die Hyperbel 

in einem Punkte 3fs derart, dass der Sektor OMa^S gleich der 

halben Summe der Sektoren OM^S nnd OM\S ist 



S5 



Verlängert man ^^M^ um PiMi bis Ä2 »»«l trägt 
<C P1R2P2 &^ die Hauptaxe im Mittelpunkt an, dann trifft der 
Areie Schenkel die Kurve in einem eolchen Funkte Ma, dass 

der Sektor OM^S gleich der halben Differenz der beiden Sek- 
toren ist". 



Lässt man Mi mit S zusammenfallen, so geht <CMiM2p2 



in <CjSM2P2 über und man wird auf die oben angedeutete 
Ci^nstruktion geführt, einen Sektor zu halbiren. 
Berücksichtigt man die Identitäten: 

^2 + ^1 /^' ^2 — ^1 



a{a(Bink2 — a®xnki)==2u(Eo\-^^^i^ a@in 



2 2 

a(a©inA;2 + a®inii)=--2ö(Iof-^^^^ a®in-r^-J — 

so hat man noch folgenden Zusatz : „Sind Mi , M^ beliebige 
Punkte der Hyperbel und dazu M3, M4 wie oben bestimmt 
sind femer Pi, Po • • • die lothrecht darunter liegenden Punkte 
der Hauptaxe, dann gelten die Relationen: 



^ OiS . PiP2=2PzMz . PiMi OS(OP2+OPi)=:20Ps . OP4 

os(P^2—Km) = 20P3 . PM. 

Die Punkte M3 und M4 findet man auch folgendermassen : 

„Man trage auf P2M2 von M2 die Länge PiZWi nach beiden 

Seiten ab bis i?2 und Q2 und verlängere P^O übör hinaus 

um OPi bis Qi. Zieht man dann vom Mittelpunkt Parallelen 

zu QR2 und QQ2, so schneiden dieselben die Hyperbel in 
Ms und M4". 

Es ist klar, dass sich die Anzahl solcher Relationen noch 
bedeutend vermehren liesse, indem die Heranziehung neuer 
Formeln der hyperbolischen Funktionen auch das Erscheinen 
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neuer Beziehungen an der gleichseitigen Hyperbel hervorrufen 
wird; doch möchten wir im Folgenden an einem Beispiele ver- 
anschaulichen, wie auch zur Auffindung von Kurven, die sich 
durch verlangte Eigenschaften auszeichnen, sowie zur Discussion 
derselben die hyperbolischen Funktionen sehr wesentliche 

Dienste leisten können. 

> 

Betrachtet man die Gleichung der gemeinen Eettenlinie in 

X 

der von Gudermann aufgestellten Form y^saSiof— , so ist 

die £urve charakterisirt durch die Relation — = tang qp, wo 

a 

9 den Winkel bedeutet, unter welchem sich die Tangente gegen 
die Abscissenaxe neigt. Ist also hier der Bogen der trigono- 
metrischen Tangente des Winkels q> proportional, so wollen 
wir jetzt diejenige Kurve aufsuchen, deren charakteristische 

Eigenschaft in der Gleichung liegt : — = lg tang y , bei wel- 
cher also der Bogen dem natürlichen Logarithmus der trigono- 
metrischen Tangente des Winkels q> proportional ist. Das recht- 
winklige Coordinatensystem werde so gewählt, dass für a;=0 
y = 0,8813736 a wird. Femer möge dem a; = « = entspre- 
chen. Da allgemein tg qp = ^ , so kann man auch schreiben : 

nnd ans dieser Differentialgleichung ist die Gleichung der Enrve 
abzuleiten. Aus (17) folgt durch Differentiation: 

d ^ 

-ß=-d» oder rf^ = l$'V^^H^. 
c^ a dz a dx ' ^ 

dx 
Dividirt man beide Seiten durch dxy so kommt: 



dx dx a dx \dxJ ^ 



was man auch schreiben kann: 
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===— cfe. Man setze —- z=i z und multiplicire 

a dz 



i v^+(S) 



die Gleichung mit —1, dann erscheint: 



Die Integration ergiebt sofort: 



z\^l+z* « 



a'rl Sofef ;? = c - -. (19) 

Zur Bestimmung der Integrationsconstanten bedenke man, dass 

für x=0 s = sein soll, also nach (17) -~ == 1« Demnach 

hat man: «rt ßofc! l=:c oder 0=0,8813736. 

Nachdem wir c bestimmt haben, fahren wir in der Rech- 
nung fort. 

Aus (19) folgt: 
Sofcf Cc] j =2= ^ oder dy = Sofcf Cc J dx. 

Die Integration liefert y = — »IgSlgVa (^ J+^«' Um ca 

zu bestimmen beachte man, dass für x = ^ = 0,8813736 a 
sein muss. Da nun — a lg Jg 5-=== 0,881.... a ist, so folgt 
.C2=0, Die Gleichung der gesuchten Kurve ist also: 



_ y 



y = — ölgSCgVa^ö— ^) oder e «= Ig Va (c— -|). (20) 

Wir wollen diese Kurve diskutiren. 

Setzt man x = c.a so ist, da SCg 0=0, y = -f 00 d. h. die 
zur Abscisse c.a gehörige Ordinate ist Asymptote an die Kurve. 
Beachtet man femer, dass 2!gQ0 = l ist, so findet man fiir 
a;== — Qo y = 0, d. h. die Abscissenaxe ist Asymptote an die 
Kurve. Es kann also x die positiven Werthe zwischen und 
c.a und die negativen Werthe von bis — oo annehmen, y 
wird stets positiv sein. (Vergl. Fig. 11.) 
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um die Gestalt der Kurve klarer zu erkennen, wollen wir 
jetzt zu einem anderen Coordinatensystem übergehen. Zu- 
nächst nämlich verschieben wir den Ursprung in der positiven 
Sichtung der Abscissenaxe um die Länge c.a, so dass jet^t der 
Schnittpunkt der beiden Asymptoten Coordinatenanfangspunkt 
wird. Bezeichnen wir die neuen laufenden Goordinaten mit i 
und Uy so ist x = t'\-c.a y==u, also die Gleichung 

u. a lg Zq V» je- ^±^ « lg Jfl (- V» ^). (21) 

Jetzt drehen wir das Coordinatensystem um den Winkel 
j- und nennen die laufenden Goordinaten ^ und rj. Bezeichnen 

wir sin-T =008-7^ = -—^ mit e, so ergeben sich leicht die 
4 4 V^ 

B^lationen : 

und die Gleichung (21) gestaltet sich so: 

Q+fj)e = — algSg V» iV^^) { oder e = SgVaC»?-^)-^ 

Ersetzen wir die hyperbolischen Funktionen durch Exponential- 
grössen, so erscheint: 

2 a 2 a 2 a 2 a 

f 17— e e — e e- 

^a a =r 



2 a 2 a 2 a 2 a 

e e +ö e . 

Wenn man nun Zähler und Nenner des Bruches rechts mit 
_ 5.i_ 1_± 

2 a 2 a 

e e multiplicirty so bleibt: 

— 1|— ^— 

a a 

— I 1?— 1 — e e 

a a = 

a a 
1+^ 6 
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und nach Fortsebaffung des Nenners 
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oder 



e — e =e 4"^ 
Mit Substituirung des Werthes von a folgt unmittelbar: 

. ©itt-J=l=eof-^^ (22) 

V^2« V 2« 

als Gleichung derselben Kurve in Bezug auf das neue Coordi- 
natensystem. Dächte man sich das Sinuszeichen und den Zah- 
lenfaktor entfernt, so hätte man die Gleichung der gemeinea 
Kettenlinie. 

% 

Nach <22) ist fuf ^«=0 ©in ~L ^ =* 1. Hieraus findet 

man als Grösse des Theiles AÖ, welchen die Kurve von der 

Ordinatenaxe abschneidet, 'ZC = 0,8813736 . V2.o. Für gleiche 
und entgegengesetzte Abscissen ergeben sich dieselben Ordi- 
naten, weil allgemein 6of( — ic)i=Sofar ist. Da sich also die 
Kurve von C aus in zwei congruenten Zweigen forterstreckt^ 
80 ist C als Scheitel der Kurve zu bezeichnen und die Grade 

^fC als Axe derselben. 

Obgleich sich die Form (22) am meisten an die Gleichung 
der gemeinen Kettenlinie anschmiegt, empfiehlt sich doch mehr 
zur Diskussion der Kurve die oben entwickelte Form: 

Da nach (19) ^=^e;ofef(c— ^) also ^ = ®tn^c-~) 
folgt für die Subtangente etc.. 

wobei der Werth von y aus (20) zu entnehmen ist. 
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Zur BerechTinng der Coordinaten des ErümmungBmittel- 
punktes bedarf man noch der zweiten Ableitung. Es ist 

dh, 1 ®°^ ("— I) 

--J^= -^^ . Bezeichnet man die laufenden Coor- 

dinaten des Erümmungsmittelpunktes mit a und ßy so hat man 
nach leichter Rechnung 

p = a Sof« (^— ^) ßofcl ^c- ^\ 

Setzt man z.B. a?=0 und a = l also y = c, so erhält man: 

a ^ _y^2" /^ = + V^ + c = 2,2955873. p = 2. 
Durch Multiplikation der Ausdrücke für Tangente und Normale 

erhält man T . J!V= y^Sof* (e j Sofe! (c J, woraus 

man den Satz entnimmt: 

,,Da8 Produkt aus der Tangente in einem beliebigen Funkte 
dieser Kurve in die zugehörige Normale verhält sich zum Qua- 
drat der Ordinate wie der Krümmungshalbmesser zum Para- 
meter*'. 

Von Interesse ist es, eine Methode zu kennen, nach der 
man in einem beliebigen Funkte M eine Tangente an die Kurve 
ziehen kann. Zu diesem Zwecke denken wir uns eine Ketten- 
linie mit dem Parameter a so construirt, dass ihr Goordinaten- 
ursprung in A liegt und ihre Abscissenaxe in die Sichtung 

AB fallt. Nennt man die laufenden Goordinaten t und u, so 
ist ihre Gleichung « = a(Iof — also ihr Bogen a=a®in~. Der 

zu der Abscisse AP gehörige Bogen wird dann 

Ol s=a©in (c \ da ABs=ca und BP= x ist. Andrer- 

dx ^ x's. TP 

seits ist-j- =©in( c )==. Somit haben wir die Be- 

Ziehung a : cFi i= TM : TP. (23) 
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Da man nun, wie auch oben gezeigt , die Länge eines be- 
liebigen Kettenlinienbogens durch einfache Gonstruktion dar- 

Btellen kann, so findet man TP als vierte Proportionale. 

Für den Punkt O wird -= c und da ©in 0,881.... gleich 

1, wird der Eettenlinienbogen gleich a. Mithin ist nach (23) 
für den Punkt C die Subtangente gleich der Ordinate. 

Eine bemerkenswerthe Kelation giebt den Krümmungsradius 
auch als Funktion des Bogens. Es ist 

_K|)T' c.^^y^^^lM. 

dx'^ dz^ 

Aus (18) entnimmt man: 

Kdxy dx . L . /'dy\'^\dx 

^ =«^ ^1- ? = N1+U) STy 

dx^ 

Man hat ferner -r^=^T -— =e*~T. Mit Rücksicht hierauf ist 

dx dy 

^=ra|l+ö2TJe-T oder ß=2aeof-. Für « = 0, also für 

Punkt C wird Q=^2a und man erhält für gleiche aber ent- 
gegengesetzte Werthe von 8 dieselben Werthe für g, d. h. die 
Kurve hat in je zwei Punkten, die von einem bestimmten 
Punkte in ihr gleich weit entfernt sind, gleich starke Krüm- 
mung. Da sie nun keinen Inflexionspunkt hat, so folgt auch 
hieraus, dass die Kurve aus zwei congruenten Zweigen besteht 

und C ihr Scheitel ist. Da — seinen kleinsten Werth für ä=0 

a 

hat, für wachsende s der Cosinus aber ebenfalls wächst, so ist 
die Kurve im Scheitel am stärksten gekrümmt und die Krüm- 
mung nimmt von da aus stetig ab. 

Für die Quadratur der Kurve bemerken wir, dass wir der 
Einfachheit wegen die Flächen vom Coordinatenursprung an 
rechnen. 

4 
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Es ist 



F = lydx == » / — lg 3^0 V» C c J<*'' <"*«"' 



'=2a«/l| 



fi' 



lg 2^g 2;(£r 



wenn man VsT^ J = te? setzt nnd wieder x als Integra- 

tionsvariabele substitoirt. Der Werth dieses Integrals lässt sich 
leicht durch eine Reihe darstellen. Man hat nämlich: 

lg SEg aj = — 2 I e-»' + Vs«-«' + Vs^""'*' + • • • • I also 
lg Ig a:rfa: = |ö-a* + gi^"*' + 5« ^"■'*^' + • • • • 

c c 

r r 

Demnach folgt: 

«3= qt» /»= OD 

2a« ^(2«~1)« ^ " -^(2n— 1)« 

Der Werth der zweiten Reihe werde mit (7 bezeichnet, so das«: 

Berechnet man nnr 6 Glieder, so erhält man auf 6 Stellen 
genau: C7== 0,4226450. Es ist also 



,'/}=aD 



F^ 2a« l^'^^^-^.e- (2«-i)0~)^ A (24) 

um die Fläche F\ zwischen der y-Axe, der negativen X' 
Axe und dem negativen Eurrenzweige zu bestimmen, hat man 
x=^ — 00 zu setzen. Dann verschwindet in (24) die Reihe 
und es bleibt: 

17,=— 2a«C. 
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Setzt man x=^ac, so findet man die Grösse der ins Unendliche 
sich erstreckenden Fläche zwischen dem positiven Eurvenzweige 
nnd der Asymptote; für z = ca reducirt sich (24) auf: 

^-2a«il + i + 5^ + -Cj=2a»|^'-0j 

Setzt man a=s 1, so ist Fiss2 \t^+ öj + ..-. — 2C, femer 

2C=:c = 0,8813736 und der absolute Werth von Fi gleich 
2C. Die Figur zeigt dann unmittelbar, dass 

JFi = c* + Ji =c« + 20 ist, also 

2|f«+i + P +••••! ~2C = c* + 2C7. 

1111 c« 4 

jl+35+5^+7ä+----= 2 "^ 2^' Es resultirt also: 



n=aD 



-^^ir« = l'23390. 



(2»-l) 

Man könnte in dieser Weise den Werth der Beihe bestimmen, 
wenn er nicht schon anderweitig gefunden wäre. 

Um noch die Grösse der ganzen Fläche $ zwischen der 
Kurve und den beiden Asymptoten zu bestimmen, hat man die 
absoluten Werthe von jPi und JPg zu addiren. Es ist also: 

g = 2a» ^* — 2a«(7+2a«C=2a« ^ 

also g==a*-j-. 

Denkt man sich vier solche Kurven in die vier rechten 
Winkel, welche die Asymptoten bestimmen, symmetrisch con- 
struirt und nimmt den Parameter als Längeneinheit an, so ist 
der von den Kurven abgegrenzte Theil der Ebene gleich n*. 

Wir gehen jetzt zur Eektifikation der Kurve über. Be- 
zeichnet i>9 den Bogen, so ist allgemein: 
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Da nach (19) ^ = Sofe! (^c— ^ so ist 



also 



1 ■ 



